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Zadaci za vjezbu i rjesenja

@ Izratunati povrsinu povrsi S, ako je S dio povrsi 2= Xty
x4+ y?

izmedu cilindara x>+ y?=1ix?+y* =2 u I oktantu.
R." x+y
x2+y2
g_z__y2~2xy—x2 i)_:z__x’—2xy—y2
dx (x*+y?)r 0y (x2+ y?)?

2xy—x? x2—2xy—y? 12
ds = dxdy,
.ff TR e R e

gdje je D:1<x?+y?<2.
Uvedimo polarne koordinate: x=pcoso, y= psing. Imacéemo:

= ff\/l +?(—cos2q:—sin2q>)2+?(COSZQ— sin 29)2dpde =
K . ,

i
imamo

Za poviS z=

n2 V2 . Ve ,

=Jd9;fvppf2.psdp:-;yfm—:tﬁdt=
3 5
(2+p‘—t2, p3d=—tdt) |
Ve , V3 Ve
1 —_

=—;i%[(l +t2—2)dt=£—(t+l_/72—ln :+V§)l_=
g Qe R e



@ Izratunati povrdinu povrdi S, ako je S dio povr¥i x2+y?+z'=R?
koji se nalazi vam cilindra (x?+y?)?= R?(x? 7).

Povr§ §:x2+y +z2 R2 isjeCena cilindrom (x2+ y?)?= R?(x2—
. " —y?) simetri¢na je odnosu nakoor-
dinatne ravni (sl. 70), pa je

AT -

- 8] f VWH") axdy,

gdje je S, dio povr§1 Sul oktantu.
Uvedimo polarne koordmate Bxce

/2 R

do pdp A
P=8R | d P +8Rfd f )
/ °va *) yrR=e
/4 0 ‘RVcos2e
’ =2 : n/4 RVcose
pde :
(Mozelovako.‘P sR[d ——————8Rfd f
Vp —p? Vr’-p

T4

Dakle, p=st[ VRE; ]R
0

Vcos 2¢ 0

R
d(P'l"gR'-;—t“[—v Rz_pZ] N

tj. P= R2(8V2 8+21:)



Izradunati povrSinu povrii S, ako je:

256. S dio sfere x2+ y?+z?=a? unutar cilindra x2+y>=ay.

251. S dio cilindra x?=2z odsjedenog ravnima x—2y=0, y=2x
i x=2Y2.

252. Sdiopovrdi y=x2+ 22 u I oktantu koji isijeca cilindar x?+22= 1.

253. S povrstorusa r= (a+ bcos)cos @7»{— (a+ bcosB)sin cpf+ bsin0k.

R-" 250. P=4a2[-§— 1)
251. P—13.

252. P— _(i‘ii___

253, P—4abn? (Uzeth ffds ff

D: 0<<p<2 2, o<e<2n)

()r ar

.——-X_.

dq>d0 >




@ Izra¥unati povrdinu povr$i S, ako je S povrs (x?+y?+23)?=a’(x*+y?).

J Smjenom x=pcosesinf, y=psingsin®, z=pcos0 dobija se
jednalina p=asin 0. Uvritavajuéi ovu vrijednost p=p (¢, 0) @ jednaline

Y=x(s, 9 0), =9, @ 8), z=2(p, 9, 0) dobijaju se parametarske jedna-
¢ine povrsi ,

x=asin?0cosp=x(p, 0)

y=asin?0singp=y (e, 0)

z=—‘21—sin29. =209, 0).

Za izracunavanje povrSine koristi¢emo vezu

ffdszrffVAanBz#vCchpdG, pri emu- je
s D

A= D(‘,}; Z)"- B___D(z’x)} C=D(‘x’y). X
D (3, 6) Do, 9) D (9, 6)

Bice: '
A--a’sin?6cospcos20
B=a?sin?0sinpcos 26
C= —2a%cosBsin?d .
i zatim
: . A*+ B*+ C? = a*sin*0, | 4%+ B2+ C*=a’sin?¥.
Sada je

2n m

P=a2fd<pfsin26d6=21ca2 fsin20d0=rc2a2.
0 [ 0



@ Izratunati povriinu povrdi S, ako je S povr§ (Vivanijevog) tijela
V={(x, y, 2):x2+y*+22<R? x2+y*<Rx}.

Rj. o | | .

Tijelo je simetrino u odnosu na ravan z=0, pa je P=2Ps+
2 P, pri emu je Pg povriina gornjeg dijela sfere, a P, povriina gornjeg
duela cilindra. Bice

dxd)
Ps ff\}1+zx+zydxdy ffl/R’ 4

(‘CZ +y2)

Oblast S’ je krug x2+ y?>< Rx. Uvodeéi polarne koordmatg dobijas se

T
Rceso

et fo T rptean

Povrsinu cilindra traii_mo pomoéu krivolinijkog integrala: P.= f zds,
, . )

pri &emu je / kruZnicax?+y?=Rx, a z=)RE— (x2+ y5) =)/ R*—

Ako ' jednatinu kruZnice / napifemo u parametarskom obliku

x=—-21£(1—cosq)), y=§sin<p‘, dobféé se ds=—§dq>, =0, 2x), i zatim

. 2w 2n
. 2 R
Pc=*éR—f \/Rz—%(l +<cos<p)dcp=§2—f V1 —cos?pdp=
0 0

2r 2r
. 2 R? .
N =R7fﬂl/sin2q>,dtp=~i~f | sing | de =
0 0

[ 2n
2 2 .
=B—fsin<pdcp—R—f sinpdgp—2 R2.
2 2
0

Slijedi .
P=2R2.
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Zadaci za vjezbu
3894. Integral f (2 + 29 dx + (x*+ 22) dy + (x* + y?) dz, uzet Do nekoj zat-

L .
vorenoj konturi L, primenom Stoksove formule. transformisati u integral po
povriini ,,razapetoj nad tom konturom. ‘

3895. Izratunati integral f x2y¥dx+dy+zdz po krugu x*+)2=R?, z=0,
L

na dva nadina: a) neposredno, i b) koristeci Stoksovu formulu, uzimajuéi za

povriinu S polusferu z= +VR2—x2—y2. (Integracija po krugu u ravni xOy
raluna se u pozitivnom smeru obilaZenja).

Rjesenja
3894, 2 fs [a—pdzdy+(—2dydzs+(z—x)dxdz.

nR*
3895. ——8—- .



Forwala Caucg-0Dctvogra dak,

Ovo' foywao’ (‘/c(/“Q, e /Z"ve,fq /OOVvaulj /’ﬂéejlf@flq
JV‘{jQ Wx(é@ / f"ofl/""féoj mfejwc//or"‘

}IP(KTZ’)Q{‘/Jgf Q/xT@\QIxJZ ‘(‘Z{’(T%>JXJT e
_ 2P 99_ 2/
“m@“ 37 tee )b

3‘1{ e 2 Du‘idf “T /oVb<7[0V‘/’ ij‘z/c@wa dc{ZZOW;
pOVV\(l"la""’l \C (§ ﬁe(l(VOVf‘%q /OVV{)HQ(>

o /Z—V - '
O alunat, _//X‘f JyJT yye J}JJ.Z *ZXJgC/X j(éf_
<
e £ oL, Lo/'c, 2 Lvovens /OVN\’/.

,»Q
ﬂYzJ7Jz « 25 Judz vy dx 47/ //p“rJ%fQJy&;+

GF oy q{
+JQJ>’Q1 au.x.f -Qty
=2 ez

gé‘e e 2 ollad ,,,/wou[o%/( Bf)lfeh NS 0{”{0‘"’ /OV“(/‘fouvf,

+-——m BJ chl?

£ 2P _ - fal4
- 5o 20, 5=
) oy 22

/[Y}QL(QIQ—*?XB/}(J?-‘-XT >(Q_Lr '///O &/ \/ J;‘Z_
ﬂ §0I$xéé oL
1 et ed = [ s
o< 2 / /JY/GJ? = )



@ UZ | /o-uoé forwae @Qu,(.(’o 0( c(l/bjwoe & 4
povrLing e v itefm!

/‘i’-mc\"&;‘tef '

[= ﬁs 4x ded 24 4y JXC!E 6“3"0/,(J7/
S’clt e < vay xéq <€lémhq ciliucha  xty7=a? éojf
e hq/qg( | 1 2em ea((,, rava, Z=0 i 2= L’

P RY) ‘

VG s | - oplind
¢ V‘Q/ ‘ .': ;L‘L‘ crin e p’iije \tt'wa <o Fovmele GQ“'«' a“"’?"qc&["

ﬁspf 5y2)dy dz + Qagr ey dxda +Lossyaydady =

? vz &L- uw{wﬁywtf
Py ay= 4 x % > 42 5% ollects €
Qw72 3 R 2
e 7 -5'7— = ’/2,7
Y4 532)= & 29 Y4 3

5z T %4z

1, JJ ¢d. 1
; K dydz 44y Je <z JXJT_fo( “rytozety dedvde

“VCJL'MO C mc(ncne éoo/((wge
x= Y(a.u(

—
v —

il

évmfum<
. L—
Y=V Live

a2 :jf;j:r = /Z/](r 228y drdede =
Jy-‘TJZ-'* )’JV((? I%

0%2<h
XTT‘Z ':.y

r  q h 9
3 3 3_h h
;//Zf/dcf‘/cly/(i’-Zl’E )Jz=42/4¢/(k z/o *zr-‘;—’z"/o )Jy
(o] ) fa] ° o

q

]

27 :
//z/c!q)/(r’[, - -_‘2—/-;'1»") dy =22 q’/oﬂ(},%,h/:__%b‘(/z_(yzloa>=

= 2047 44(6&" 143 \ GTI'IQ (’Q L,) rageo

"/'Ci'C‘Z/‘Q



I@ Powf{w,gl‘ Y. Z,[f’]trc// po deo V{"‘to/ pove< I, /;ez(vo(,/ l(/

42 pouod forwele Oclogdibo, « troctrals /l—fl/t’?l’?/

PO preni {(‘C[Q Loe

9 /‘C DfVQ‘—z( LT \(‘/i)“'r'e‘rc/t(O‘—-—,

'oovrilﬂoﬁq / N
| U;w t 2" CO&O?,X)*COJ(ﬁ,f)fcaJ[W/z-)lJf

jc{-c < 0 uowz/ifée hoV“w/Cr g /oww\rw @

L.

/ (’o._(('n\, x) /~€_ A‘Nl‘?q4 ,,,j/q ,iu—\.edq nokmq/e / K——oslﬁ.
C04(»;1' 7y 7 Co\((rm &) je, éa(/ 7 e %y/cr itwed wiorncr/e
fOVV\(I“Lo( \( / v -e ;/ &-o({<e fo[OlA"’.

Uvecliv\ao 02vmabe Co((n,*\-"foiol) 5’04(4717) y)= Co( A n
CodL(s, &)= coc ¥*,
Prower Formgly Llober Tuamep e o dyde=dl .y
/ d=d
Q= c{i‘cm/g_

/://v )(2-...],"-*21/(04[4?))() + Coi("‘—:’/ ‘r) *Co(/—;t? z '1 JJ\ =
$
_ ]f\i‘—xﬂ-ﬂu;:‘(d,a;dww Ju dy )

[pJTC(z""QC{XJZTZc()(JY ///(gp 9—:?'-*—9—{3 GIYJYt(z

9P 2 x | wtVt 2
x de dy d 7
2 2!\’x-¢__‘_71+2_2' /// x Ny ‘

x4y .'.2“




@/zmgéf"‘cfﬂ‘ //szyJZrYSc(Z—Jx +2$t1xd7v 3°§€’/\S

\S’-—\/Q"[/'\(Ll. 'J( OQ (f(”e X’L*T‘L-‘— zz:/el.

fokuh

= //XSJTJZ‘{'\/KC[?QIX t ZsJ)( Q[Y G Qo ”"‘L‘L?

) ///( ér az )J{JY‘JZ

a7 2Q Z -:--g _Qﬁ-. 2
EWRE L Q=7 > By T3 { 7, 5738

l’f—////sznLS\(?‘szl\JyJ‘( 42 Qi x G Y z?‘é,éz
4

Uve c!(w o 47[%;/1 e éoorcft"«ar IZC :

o<rel
/"f(*,‘(,i'-) X=YSLivp colQ ﬂ\ . OLfea < 2ir
Y=r Sivue Siv & OSQ,OéT \
' = b
Y 2 CoL @ "’JT J?_ ylmiy \P«/?C[Bc{}
g

xf?’-&?— _}/

[ =3[/ r*raue dododr - /Wo/r/elél/wWJ{o -



S,vom/{L ngm Locle 0<xs<aq osqu} o<2<qg.
2 foVw(q
unuaf
[ladc(g*-chsz{JJ //“/[_9_4 QQ g
! }Bt{_\ewjr Q{?
2/ 2@ 54 )
ay:ix > T;T?“'ZY) ;—2~:ZZ I
ﬂ} Aesa dome il
o

220 /xllrJ%+TlJngr gLJ)(JT =

= ///(m«znzz\iy\!‘( J?—‘— Z/»/t(r/(xw‘hz\ Jz =
R

a a ‘
9 °9 a

2 | d IXZ v @ 1 ~f &

/y( /0+12/o+2’2/0 )c[r =2/dxf(qx+ar+%az>°[},_

Q9 o -
q ¢

a[(xy/ **T’/ + = GV/> t/x~2a/(ax+jz—qi+%al)e/x 20/XTQ)JX

o
° o

= 2Q1<z q fql)=jq



(] Y A4
Zadaci za vjezbu
3896. Povrdinski integral f f xtdydz+ y*dxdz+z*dx dy, uzet po zatvo-
s

‘renoj povrsini S, primenom formule Ostrogradskog, transformisati u trojni
integral po zapremini ogranienoj tom povrsinom (Integral se ratuna po
spoljnoj strani povrine S). ‘ .

3897. Povrsinski integral f f x2 4 y2+ z2{cos (N, x) + cos (N, ) +cos (N, 2)}do
s .
po zatvorenoj povrSini S, ptimenom formule Ostrogradskog transformisati . u
trojni integral po zapremini ogranienoj. tom povriinom, pri Eemu je N spoljna
normala povrSine S. ,

3898. Izralunati integral u prethodnom zadat i
pretnika R sa centrom u koordinafnom poletku. atku ako je S sfera polu-

3899. Izratunati integral
y [x* cos (N, x)+y>cos (N, y)+2*cos (N, 2)]ds,
u kojem je § _ sfera polupredni , .
a N — spoljna norgml£ pre¢aika R sa centrom u koordinatnom pogetku,

Ost{oyadskgaém“ integral u zadacima 3891—383 primenom formule

Rjesenja

3896. zfjf (x+y+2)dxdydz
[o]

x+y+2z : 12
3897.  —dxdydz. 3898. 0. 3899. — xR’
fnff V2 +y*+22 5
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